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Êðàòêè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòåÇàäà÷à 9.1. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà a, çà êîèòî êîðåíèòå x1, x2 íàóðàâíåíèåòî x2 − ax+ 8 − a = 0 ñà ðåàëíè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà è x1

x2

+
x2

x1

> 16.�åøåíèå. Êîðåíèòå x1, x2 ñà ðåàëíè ïðè D = a2 + 4a − 32 ≥ 0. Îòòóê ïîëó÷àâàìå
a ∈ (−∞,−8] ∪ [4,+∞). Îñâåí òîâà

x1 > 0, x2 > 0 ⇔ x1 + x2 > 0, x1x2 > 0 ⇔ a > 0, 8 − a > 0 ⇔ a ∈ (0, 8).Òàêà a ∈ [4, 8). Ïî-íàòàòúê, òúé êàòî x1 > 0, x2 > 0, òî
x1

x2

+
x2

x1

> 16 ⇔ x2
1 + x2

2 > 16x1x2 ⇔ (x1 + x2)
2 > 18x1x2 ⇔

a2 > 18(8 − a) ⇔ a2 + 18a− 144 > 0.�åøåíèÿòà íà òîâà íåðàâåíñòâî ñà a ∈ (−∞,−24) ∪ (6,+∞). Êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å
a ∈ [4, 8), ïîëó÷àâàìå òúðñåíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà: a ∈ (6, 8).Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å îñòðîúãúëåí △ABC, â êîéòî å ñïóñíàòà âèñî÷èíàòà CH. Íåêà
I å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â △BHC îêðúæíîñò. Äà ñå äîêàæå, ÷å ∠AIC = 90◦ òîãàâàè ñàìî òîãàâà, êîãàòî AB = BC.�åøåíèå. Íåêà âïèñàíàòà â △BHC îêðúæíîñò kñå äîïèðà äî ñòðàíèòå BH, CH è BC ñúîòâåòíîâ òî÷êèòå P , Q è R. Îò ∠AIC = ∠AHC = 90◦ñëåäâà, ÷å òî÷êèòå H è I ëåæàò íà îêðúæíîñò ñäèàìåòúð AC ⇒ ∠PAI = ∠QCI. �àçãëåæäàìå
△API è △CQI. Èìàìå1. IP = IQ (ðàäèóñè â k)2. ∠API = ∠CQI = 90◦ (äîïèðíè òî÷êè íà k)3. ∠PAI = ∠QCI (ïî äîêàçàòåëñòâî) b
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Òàêà ïî âòîðè ïðèçíàê △API ∼= △CQI è ñëåäîâàòåëíî AP = CQ = CR. Îò äðóãàñòðàíà BP = BR, ò.å.
AB = AP +BP = CR+BR = BC.Äîêàçàòåëñòâîòî â îáðàòíàòà ïîñîêà ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî. Îò AB = BC ñëåäâà,÷å AP = CR = CQ è △API ∼= △CQI (ïî ïúðâè ïðèçíàê). Îòòóê ñëåäâà, ÷å òî÷êèòå

A,H, I,C ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò è ∠AIC = ∠AHC = 90◦.1



Çàäà÷à 9.3. Äàäåíè ñà íÿêîëêî åäíàêâè ìîíåòè, êîèòî ñà ïîäðåäåíè â ðåäîâå ïîñëåäíèÿ íà÷èí:- ìîíåòèòå â ïúðâèÿ ðåä ñå äîïèðàò åäíà äî äðóãà;- ìîíåòèòå âúâ âñåêè ðåä îáðàçóâàò íåïðåêúñíàò áëîê;- ìîíåòèòå âúâ âñåêè ðåä äîïèðàò òî÷íî äâå ìîíåòè â äîëíèÿ ðåä.Åäíî äîïóñòèìî ïîäðåæäàíå ñ 5 ìîíåòè â ïúðâèÿ ðåä å ñëåäíîòî:
Íåêà A(n) å áðîÿò íà âúçìîæíèòå êîí�èãóðàöèè, èìàùè n ìîíåòè â ïúðâèÿ ðåä.Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî n, çà êîåòî A(n) > 104.�åøåíèå. Àêî âúâ âòîðèÿ ðåä èìàìå k ìîíåòè, òî òå ìîãàò äà áúäàò ïîñòàâåíè ïî

n− k íà÷èíà â åäèí íåïðåêúñíàò áëîê. Ñëåäîâàòåëíî
A(n) =

n−k
∑

k=1

A(k)(n − k) + 1.Îòòóê, èçïîëçâàéêè î÷åâèäíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ A(1) = 1, A(2) = 2, ïîëó÷àâàìå, ÷åïúðâèòå ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà (A(n))n≥1 ñà
1, 2, 5, 13, 34, 89, 233, 610, 1597, 4181, 5778, 9959îòêúäåòî n = 13.Çàáåëåæêà. Ïðåñìÿòàíèÿòà ìîãàò äà ñå óïðîñòÿò, àêî çàáåëåæèì, ÷å

A(n + 1) = 3A(n) −A(n− 1).Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ïîëó÷åíàòà ðåäèöà å ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà íà Ôèáîíà÷è è ñåñúñòîè îò ÷ëåíîâåòå ñ íå÷åòåí èíäåêñ.Çàäà÷à 9.4. Íà äúñêàòà å íàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Âñÿêà ñåêóíäà îòäÿñíî êúìíåãî ñå äîïèñâà öè�ðà, ðàçëè÷íà îò 9. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåä êðàåí áðîé ñòúïêè íàäúñêàòà ùå ñå ïîÿâè ñúñòàâíî ÷èñëî. 2



�åøåíèå. ßñíî å, ÷å àêî ñå äîïèñâà íÿêîÿ îò öè�ðèòå 0,2,4,5,6 èëè 8 âåäíàãà íàäúñêàòà ùå ñå ïîÿâè ñúñòàâíî ÷èñëî. Ïðè äîïèñâàíå íà öè�ðèòå 1 èëè 7 îñòàòúêúòîò äåëåíèå íà 3 íà ïîëó÷åíîòî ÷èñëî ùå ñå óâåëè÷è ñ 1, ò.å. ñëåä åäíà èëè äâå ñòúïêèùå ïîëó÷èì ÷èñëî, êðàòíî íà 3. Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, ïðè êîéòî îò äàäåíîìÿñòî íàòàòúê ñå äîïèñâà ñàìî öè�ðàòà 3. Íåêà íà äúñêàòà â äàäåí ìîìåíò å çàïèñàíîïðîñòîòî ÷èñëî p. Áåç îãðàíè÷åíèå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å p > 10 . Ùå äîêàæåì, ÷åñúùåñòâóâà ÷èñëî, äåñåòè÷íèÿò çàïèñ íà êîåòî ñå ñúñòîè ñàìî îò öè�ðàòà 3 è êîåòîå êðàòíî íà p. Çà öåëòà ðàçãëåæäàìå ÷èñëàòà 3, 33, 333, . . . , 33...3 ( ïîñëåäíîòî ñ p+ 1öè�ðè). Îò ïðèíöèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà ÷å äâå îò òÿõ ñà ñ ðàâíè îñòàòúöè ïðè äåëåíèåñ p. Òúé êàòî òÿõíàòà ðàçëèêà å ÷èñëî, çàïèñàíî ñàìî ñ öè�ðàòà 3 è ñëåä òîâà ñàìîñ íóëè, à p è 10 ñà âçàèìíî ïðîñòè, òî ÷àñòòà îò ðàçëèêàòà, êîÿòî å çàïèñàíà ñàìî ñöè�ðàòà 3 ùå ñå äåëè íà p. ßñíî å òîãàâà, ÷å àêî ñëåä ÷èñëîòî p ñå äîáàâÿò òîëêîâàïúòè öè�ðàòà 3, êîëêîòî å â ÷èñëîòî, çà êîåòî ñå âèäÿ, ÷å ñå äåëè íà p , òî íà äúñêàòàùå ñå ïîÿâè ÷èñëî, êðàòíî íà òîâà ïðîñòî ÷èñëî p, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.Çàäà÷à 10.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî
(x2 + 6x+ 1)2 + (m+ 7)(x2 + 6x+ 1) +m2 + 7 = 0,êúäåòî m å ðåàëåí ïàðàìåòúð.à) Äà ñå îïðåäåëè êîëêî ðåàëíè ðåøåíèÿ èìà óðàâíåíèåòî ïðè m = 4.á) Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà m, çà êîèòî óðàâíåíèåòî èìà òî÷íîòðè ðàçëè÷íè ðåàëíè ðåøåíèÿ.�åøåíèå. Ïîëàãàìå t = x2+6x+1 è óðàâíåíèåòî äîáèâà âèäà t2+(m+7)t+m2+7 = 0.à) Ïðè m = 4 ïîëó÷àâàìå t2 + 11t + 23 = 0, îòêúäåòî t1,2 =

−11 ±
√

29

2
. Òúéêàòî íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà �óíêöèÿòà f(x) = x2 + 6x + 1 å f(−3) = −8 è

−11 +
√

29

2
> −8, −11 −

√
29

2
< −8, òî óðàâíåíèåòî èìà äâå ðåàëíè ðåøåíèÿ.á) Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà òîâà å óðàâíåíèeòî t2+(m+7)t+m2+7 = 0 äà èìà ðåøåíèå

t0, òàêîâà ÷å óðàâíåíèåòî x2 + 6x+ 1− t0 = 0 èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Ñ äðóãèäóìè D = 32 + 4t0 = 0, ò.å. t0 = −8. Êàòî çàìåñòèì â t2 + (m+ 7)t+m2 + 7 = 0,äîñòèãàìå äî m2 − 8m+ 15 = 0 ⇔ (m− 3)(m − 5) = 0.� Ïðè m = 3 ïîëó÷àâaìå ðåøåíèÿòà −3;−3 ±
√

6� Ïðè m = 5 ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà −3; −1 è −53



Çàäà÷à 10.2. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
√
x− 2 + 2

√

x2 − x− 2 =
√

(x2 − 4)(x2 − x− 1).�åøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Óðàâíåíèåòî èìà ñìèñúë ïðè x ≥ 2. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x = 2å ðåøåíèå. Íåêà x ∈ (2,+∞) è äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà √
x− 2 � ïîëó÷àâàìåóðàâíåíèåòî 1 + 2

√
x+ 1 =

√
x3 + x2 − 3x− 2.Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x = 3 ñúùî å ðåøåíèå íà ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå. Èìàìå

x3 +x2−3x−2 = x2(x+1)−3x−2 > 9(x+1)−3x−2 = 6x+7 ïðè x > 3 è àíàëîãè÷íî
x3 + x2 − 3x − 2 < 6x+ 7 ïðè x ∈ (2, 3). Îñâåí òîâà √

6x+ 7 > 1 + 2
√
x+ 1 ïðè x > 3è √

6x+ 7 < 1 + 2
√
x+ 1 ïðè x ∈ (2, 3). Ñëåäîâàòåëíî ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå íÿìàðåøåíèÿ, ðàçëè÷íè îò 2 è 3.Âòîðè íà÷èí. Ïîâäèãàìå íà êâàäðàò óðàâíåíèåòî 1+2

√
x+ 1 =

√
x3 + x2 − 3x− 2è ïîëó÷àâàìå 4

√
x+ 1 = x3 +x2−7x−7, îòêúäåòî èìàìå 4 = (x2−7)

√
x+ 1. Òúé êàòîäÿñíàòà ñòðàíà å ïî-ìàëêà îò 4 ïðè x ∈ (2, 3) è ïî-ãîëÿìà îò 4 ïðè x > 3, çàêëþ÷àâàìå,÷å x = 3.Çàäà÷à 10.3. Äà ñå äîêàæå, ÷å èçìåæäó ÷èñëàòà 1, 2, 3, . . . , 1000 ïîâå÷å ñà òåçè, êîèòîñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà 3u2 − 4v2, îòêîëêîòî òåçè, êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

28xy − x2 − 4y2, êúäåòî u, v, x è y ñà öåëè ÷èñëà.�åøåíèå. Îò ïðåäñòàâÿíåòî 3(x+2y)2 −4(x−2y)2 = 28xy−x2−4y2 ñëåäâà, ÷å âñÿêî÷èñëî, êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà 28xy − x2 − 4y2 (x, y ñà öåëè), ñå ïðåäñòàâÿ è âúââèäà 3u2−4v2 (u, v ñà öåëè). Ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà ïîñî÷èì åñòåñòâåíî ÷èñëî,ïî-ìàëêî îò 1000, êîåòî èìà âèäà 3u2−4v2, íî íå ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà 28xy−x2−4y2.Åäíî òàêîâà ÷èñëî å 11. Èìàìå 11 = 3.32 − 4.22, à óðàâíåíèåòî 28xy − x2 − 4y2 =
11 íÿìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà. Äåéñòâèòåëíî, ðàâåíñòâîòî 32xy − (x + 2y)2 = 11 åíåâúçìîæíî ïî ìîäóë 8.Çàäà÷à 10.4. Âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè êúì ñòðàíèòå AC è BC íà △ABCäîïèðàò ñòðàíèòå AC è BC ñúîòâåòíî â òî÷êèòåM è N , à ïðîäúëæåíèÿòà íà ñòðàíàòà
AB ñúîòâåòíî â òî÷êèòå P è Q. Àêî ïðåñå÷íàòà òî÷êà T íà ïðàâèòå PM è QN ëåæè íàâïèñàíàòà â△ABC îêðúæíîñò, òî äà ñå äîêàæå, ÷å T ëåæè íà îêðúæíîñòòà ìèíàâàùàïðåç ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèêà.�åøåíèå. Íåêà k e âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò ñ öåíòúð I, D e äîïèðíàòà òî÷êàíà k ñúñ ñòðàíàòà AB, E å äèàìåòðàëíî ïðîòèâîïîëîæíàòà òî÷êà íà D â k, H =
CT→ ∩AB è S å ñðåäàòà íà AB. 4
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Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å CH ⊥ AB. Òúé êàòî △PQT ∼ △ABI (çàùî?) å äîñòàòú÷íîäà äîêàæåì, ÷å PH : QH = AD : BD. Êàòî ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Ìåíåëàé çà
△AHC è ïðàâàòà (PMT ), êàêòî è çà △BHC è ïðàâàòà (QNT ), ïîëó÷àâàìå
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QHè îò AD = CM,BD = CN , äîñòèãàìå äî PH : QH = AD : BD. Ñëåäîâàòåëíî
CH ⊥ AB ò.å. CH ‖ ED (1)Îò △PQT ∼ △ABI è �àêòà, ÷å S å ñðåäà êàêòî íà AB, òàêà è íà PQ, ñëåäâà, ÷åòî÷êèòå T , I è S ñà êîëèíåàðíè. Àêî òî÷êà F = CE→ ∩AB, òî òî÷êà F å äîïèðíàòàòî÷êà íà âúíøíîâïèñàíàòà êúì ñòðàíàòà AB îêðúæíîñò (çàùî?). Òàêà S å ñðåäà è íàîòñå÷êàòà DF , SI å ñðåäíà îòñå÷êà â △DEF ,ò.å ST ‖ CF (2)Îò (1) è (2), è IT = IE, ñëåäâà, ÷å TIEC å ðîìá. Òîãàâà CI ðàçïîëîâÿâà úãúë
∠TCE, íî CI ðàçïîëîâÿâà è úãúë ∠TCO, êúäåòî O å öåíòúðà íà îïèñàíàòà îêîëî
△ABC îêðúæíîñò. Òàêà O ∈ CE→.Îò OS ⊥ AB ñëåäâà, ÷å CTSO å óñïîðåäíèê è ST = OC = R. Îñòàâà äà ñúîáðàçèì,÷å îêðúæíîñòòà ìèíàâàùà ïðåç ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèêà, ìèíàâà è ïðåçòî÷êà H è îñâåí òîâà íåéíèÿò äèàìåòúð å òî÷íî R, ò.å. ìèíàâà è ïðåç òî÷êàòà T .Çàáåëåæêè:1. Õàðàêòåðèçèðàùî ñâîéñòâî å OI ‖ AB, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà cosα+cos β = 12. Îêðúæíîñòòà ìèíàâàùà ïðåç ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèêà å ò.íàð. îê-ðúæíîñò íà Îéëåð èëè íà äåâåòòå òî÷êè. Îò Òåîðåìàòà íà Ôîéåðáàõ çíàåì, ÷åòÿ ñå äîïèðà äî âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò. Â ñëó÷àÿ òî÷êàòà íà äîïèðàíåå òî÷íî T .Çàäà÷à 11.1. Äàäåíè ñà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí a1 è ðàçëèêà d 6= 0 èãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí b1 è ÷àñòíî q. Àêî a1 + b1 = d+ 2a1 = 0 è ñáîðúò5



íà ïúðâèòå 4 ÷ëåíà íà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ å ðàâåí íà ñáîðúò íà ïúðâèòå 5 ÷ëåíàíà àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ, äà ñå íàìåðè ÷àñòíîòî íà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ.�åøåíèå. Îò �îðìóëèòå çà ñáîð íà ïúðâèòå n ÷ëåíà íà àðèòìåòè÷íà è ãåîìåòðè÷íàïðîãðåñèÿ è îò óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå b1(q3 + q2 + q+ 1) = (a1 + 2d)5. Ñëåä çàìåñòâàíå
d = −2a1, b1 = a1 è ñúêðàùàâàíå íà b1 (òúé êàòî d 6= 0, òî b1 6= 0), ïîëó÷àâàìå
q3 + q2 + q − 14 = 0. Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà (q − 2)(q2 + 3q + 7) = 0è ïîíåæå q2 + 3q + 7 > 0, òî q = 2.Çàäà÷à 11.2. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos2

(πx

2

)

− cos(πyz) + 1 = 0

x2y2z + z + 10 = 0
.�åøåíèå. Ïîíåæå cos2

(πx

2

)

≥ 0 è 1−cos(πyz) ≥ 0, òî ïúðâîòî óðàâíåíèå å èçïúëíåíîòî÷íî êîãàòî cos
(πx

2

)

= 0 è cos(πyz) = 1. Îòòóê ñëåäâà, ÷å x = 2p + 1 è yz = 2q,êúäåòî p è q ñà öåëè ÷èñëà. Íåêà q = 0. Òúé êàòî îò âòîðîòî óðàâíåíèå èìàìå, ÷å
z 6= 0, òî íàìèðàìå y = 0. Ñåãà îò âòîðîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå z = −10. Â òîçèñëó÷àé ðåøåíèÿòà ñà (x, y, z) = (2p + 1, 0,−10), êúäåòî p å ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî.Íåêà ñåãà q 6= 0. Ñëåä çàìåñòâàíå x = 2p + 1 è y =

2q

z
, ïîëó÷àâàìå z2 + 10z +

4(2p + 1)2q2 = 0. Òîâà óðàâíåíèå èìà ðåøåíèå êîãàòî 25 − 4(2p + 1)2q2 ≥ 0, ò.å.
(2(2p + 1)q)2 ≤ 25. Îòòóê ñëåäâà, ÷å |2p + 1| = 1 è q = ±1 èëè q = ±2. Â òîçè ñëó÷àéðåøåíèÿòà ñà

(x, y, z) =

(

±1,
2q

−5 ±
√

25 − 4q2
,−5 ±

√

25 − 4q2

)

,êúäåòî q = ±1 èëè q = ±2.Çàäà÷à 11.3.Äàäåí å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñòòî÷êà O. Âúðõó îòñå÷êèòå BO è CO ñà èçáðàíè ñúîòâåòíî òî÷êè M è N òàêà, ÷å
OM = CN . Òî÷êè P è Q ñà òàêèâà, ÷å △AMP è △ANQ ñà ïîäîáíè è åäíàêâîîðèåíòèðàíè ñúîòâåòíî íà △AOC è △AOB. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò PN + QM íåçàâèñè îò èçáîðà íà òî÷êèòå M è N .�åøåíèå. Îò △AMP ∼ △AOC ñëåäâà, ÷å <) MAP =<) OAC, êîåòî îçíà÷àâà, ÷åëú÷úò AP→ ïðåñè÷à îòñå÷êàòà OC è ÷å <) MAO =<) PAC. Îò ñúùîòî ïîäîáèå íàìè-ðàìå AM

AO
=
AP

AC
, êîåòî çàåäíî ñ <) MAO =<) PAC îçíà÷àâà, ÷å △AMO ∼ △APC.Îòòóê ñëåäâà, ÷å <) ACP = 2 <) ACB, ò.å. <) BCP =<) ACB. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå,6



÷å <) CBQ =<) ABC. Äà îçíà÷èì ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà CP è BQ ñ R (R å ñèìåòðè÷íàòàíà âúðõà A ñïðÿìî ïðàâàòà BC). Îò△ABC ∼= △RBC è îò△AMO ∼ △APC íàìèðàìå
CR

CP
=
CA

CP
=

AO

OM
=
CO

CN
,êîåòî îçíà÷àâà, ÷å PN ‖ RO è PN

RO
=
CN

CO
. Àíàëîãè÷íî íàìèðàìå, ÷å QM ‖ RO è

QM

RO
=
BM

BO
. Ñëåäîâàòåëíî PN +QM

RO
=
CN

CO
+
BM

BO
= 1, ò.å. PN +QM = RO, êàòîäúëæèíàòà íà RO íå çàâèñè îò èçáîðà íà òî÷êèòå M è N .Çàäà÷à 11.4. Íåêà A å ìíîæåñòâî ñ n ≥ 5 åëåìåíòà. Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíîòîåñòåñòâåíî ÷èñëî m ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: Çà âñåêè 10 òðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâàíà A ñúùåñòâóâà îöâåòÿâàíå íà åëåìåíòèòå íà A âm öâÿòà òàêà, ÷å íèêîå îò èçáðàíèòåòðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà A íå ñúäúðæà òðè åäíîöâåòíè åëåìåíòà.�åøåíèå. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè 5 åëåìåíòà îò A è äà îáðàçóâàìå âñè÷êèòå (5

2

)

=

10 òðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà. Àêî ñìå èçïîëçâàëè ñàìî äâà öâÿòà, òî ùå èìà åä-íîöâåòíî òðèåëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëíî m ≥ 3. Ùå ïîêàæåì, ÷å 3 öâÿòàñà äîñòàòú÷íè. Ïðè n ≤ 6 å äîñòàòú÷íî äà îöâåòèì åëåìåíòèòå íà A òàêà, ÷å äà íÿìàòðè åäíîöâåòíè åëåìåíòà.Ïðè n = 7 å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì òðè åëåìåíòà, êîèòî íå îáðàçóâàò íÿêîå îòèçáðàíèòå ìíîæåñòâà (ïîðàäè (7

2

)

= 21 > 10 òîâà å âúçìîæíî) è äà ãè îöâåòèì âïúðâèÿ öâÿò. Â äðóãèòå äâà öâÿòà îöâåòÿâàìå ïî 2 îò îñòàíàëèòå 4 åëåìåíòà.Íåêà 8 ≤ n ≤ 10. Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî íà A ñ n−5 åëåìåíòà âêîåòî íå ñå ñúäúðæà íèêîå îò èçáðàíèòå 10 òðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà. Âñè÷êè n−5åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà A ñà ( n

n− 5

), äîêàòî åäíî òðèåëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî�ïîêðèâà� òî÷íî (n− 3

n− 8

) òàêèâà n− 5 åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà. Òúé êàòî ( n

n− 5

)

>

10

(

n− 3

n− 8

), çà 8 ≤ n ≤ 10, òî ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî.Äà îöâåòèì åëåìåíòèòå íà òîâà n− 5 åëåìåíòíî ìíîæåñòâî â ïúðâèÿ öâÿò. Àêî âîñòàíàëèòå 5 åëåìåíòà èìà òðèåëåìåíòî ïîäìíîæåñòâî, êîåòî íå å èçìåæäó èçáðàíèòå,ãî îöâåòÿâàìå âúâ âòîðèÿ öâÿò, à îñòàíàëèòå äâà åëåìåíòà îöâåòÿâàìå â òðåòèÿ öâÿò.Àêî âñè÷êè òðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà èçìåæäó îñòàíàëèòå 5 åëåìåíòà ñà èçáðà-íè, òî çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ñëó÷àÿ n = 5.Íåêà n ≥ 11. Òúé êàòî â äåñåòòå òðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà åëåìåíòèòå íà Añå ñðåùàò ñ ïîâòîðåíèÿ îáùî 30 ïúòè, òî ñúùåñòâóâà åëåìåíò a ∈ A, êîéòî ñå ñðåùà7



íå ïîâå÷å îò äâà ïúòè. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî A \ {a} è âñè÷êè òðèåëåìåíòíèïîäìíîæåñòâà, êîèòî íå ñúäúðæàò a. Îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ñëåäâà, ÷å ìîæåì äàîöâåòèì òîâà ìíîæåñòâî â òðè öâÿòà òàêà, ÷å äà íÿìà åäíîöâåòíî òðèåëåìåíòíîìíîæåñòâî. Çà åëåìåíòà a èìà íàé-ìíîãî äâà çàáðàíåíè öâÿòà (îíåçè, êîèòî ïðàâÿòäâåòå ìíîæåñòâà â êîèòî ó÷àñòâà a, åäíîöâåòíè), ò.å. a ñúùî ìîæå äà áúäå îöâåòåíáåç äà èìà åäíîöâåòíî ïîäìíîæåñòî.Çàäà÷à 12.1. �åäèöàòà x1, x2, . . . å äå�èíèðàíà ñ ðàâåíñòâàòà x1 = 2 è xn+1 =
1 + 2xn

2 + xnïðè n ≥ 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å:à) ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí 1

1 + xn
− 1

2
å ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ è äà ñå íàìåðè íåéíîòî÷àñòíî;á) ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí 1

n

(

1

1 + x1

+ · · · + 1

1 + xn

) å ñõîäÿùà è äà ñå íàìåðè íåéíàòàãðàíèöà.�åøåíèå. à) Àêî yn =
1

1 + xn
− 1

2
, òî

yn+1 =
1

1 +
1 + 2xn

2 + xn

− 1

2
=

1 − xn

6(1 + xn)
=
yn

3è ñëåäîâaòåëíî ðåäèöàòà (yn) å ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ÷àñòíî 1

3
(è ïúðâè ÷ëåí −1

6
).á) Îò à) ñëåäâà, ÷å

zn =
1

n

(

1

1 + x1

+ · · · + 1

1 + xn

)

=
1

2
+
y1 + · · · + yn

n
=

1

2
− 1

6n
· 1 − 1/3n

1 − 1/3
=

1

2
− 1

4n

(

1 − 1

3n

)è çíà÷è limn→∞ zn = 1

2
.Çàäà÷à 12.2. Íåêà ABCD å âïèñàí â îêðúæíîñò ÷åòèðèúãúëíèê. Òî÷êà E âúðõóëú÷à DA→ å òàêàâà, ÷å ∠ABC = 2∠EBD. Äà ñå äîêàæå, ÷å

DE =
AC.BD

AB +BC
.Ïúðâî ðåøåíèå. Íåêà F å òàêàâà òî÷êà âúðõó ïðàâàòà AD, ÷å ∠ABF = ∠CBDè A å ìåæäó D è F. Ïîíåæå ∠BAF = ∠BCD, òî △ABF ∼ △CBD. Ñëåäîâàòåëíî(1) BF

BD
=

AB

CB
=

AF

CD
. Îò äðóãà ñòðàíà, îò ∠ABC = 2∠EBD ñëåäâà, ÷å BE å8



úãëîïîëoâÿùà íà ∠FBD è çíà÷è (2) BF
BD = EF

ED . Îò (1) è (2) ïîëó÷àâàìå, ÷å
AB

CB
=
EF

ED
=
AF +AD −DE

DE
=
AB.CD +BC.(AD −DE)

BC.DE
.Oòòóê è òåîðåìàòà íà Ïòîëîìåé ñëåäâà, ÷å

DE(AB +BC) = AB.CD +BC.AD = AC.BD.Âòîðî ðåøåíèå. Íåêà ∠ABC = β, ∠EBD = ϕ è ∠ADB = ψ. Îò ñèíóñîâàòàòåîðåìà èìàìå, ÷å
DE

BD
=

sinϕ

sin(ϕ+ ψ)
,

AC

AB +BC
=

sin β

sinψ + sin(β + ψ)
.Ñëåäîâàòåëíî

DE =
AC.BD

AB +BC
⇔ sinϕ(sinψ + sin(β + ψ)) = sinβsin(ϕ+ ψ)

⇔ sinϕ(sinψ + sin β cosψ + cos β sinψ) = sin β(sinϕ cosψ + cosϕ sinψ)

⇔ sinϕ(1 + cosβ) = sin β cosϕ⇔ tanϕ = tan β/2 ⇔ ϕ = β/2.Çàäà÷à 12.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïîëèíîìè P ñ ðåàëíè êîå�èöèåíòè òàêèâà, ÷å
P (x− 1)P (x+ 1) > P 2(x) − 1 çà ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî x.�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å degP = n ≥ 2 è íåêà P (x) = a0x

n + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . . ,
a0 6= 0. Òîãàâà

P (x± 1) = a0(x± 1)n + a1(x± 1)n−1 + a2x
n−2 + . . .

= a0x
n + (a1 ± na0)x

n−1 + (a2 ± na1 + n(n− 1)a0/2)x
n−2 + . . .è ñëåäîâàòåëíî

P (x− 1)P (x+ 1) = a2
0x

2n + 2a0a1x
2n−1 + (a2

1 + 2a0a2 − na2
0)x

2n−2 + . . . .Îò äðóãà ñòðàíà,
P 2(x) = a2

0x
2n + 2a0a1x

2n−1 + (a2
1 + 2a0a2)x

2n−2 + . . .è çíà÷è
1 > P 2(x) − P (x− 1)P (x+ 1) = na2

0x
2n−2 + . . . .Ïîñëåäíîòî îáà÷å íå å âÿðíî çà âñÿêî äîñòàòú÷íî ãîëÿìî x, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.Ñëåäîâàòåëíî P (x) = ax + b è òîãàâà 1 > P 2(x) − P (x − 1)P (x + 1) = a2, îòêúäåòî

a ∈ (−1, 1). 9



Çàäà÷à 12.4. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà a, b, c, çà êîèòî óðàâíåíèåòî
(x+ y)a(x2 + y2)b = 8(xy)c èìà áåçáðîéíî ìíîãî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíè ÷èñëà.�åøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å àêî (x, y) å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî, òî x = y.Íåêà a+ b ≥ 3. Îò íåðàâåíñòâàòà x+ y ≥ 2

√
xy è x2 + y2 ≥ 2xy ñëåäâà, ÷å

8(xy)c = (x+ y)a(x2 + y2)b ≥ 2a+b(xy)a/2+b ≥ 8(xy)a/2+b.Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å xy > 1 (èíà÷å x = y = 1) è ñëåäîâàòåëíî 2c ≥ a + 2b. Íåêà
d = (x, y), x = dx1, y = dy1, êàòî (x1, y1) = 1. Çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå èïîëó÷àâàìå

(x1 + y1)
a(x2

1 + y2
1)

b = 8d2c−a−2b(x1y1)
c.Òúé êàòî 2c − a − 2b ≥ 0, ñëåäâà, ÷å x1y1 äåëè (x1 + y1)((x1 + y1)

2 − 2x1y1). Òîâà åíåâúçìîæíî ïðè x1y1 > 1, çàùîòî àêî íàïðèìåð x1 > 1 è p å ïðîñò äåëèòåë íà x1, òî
p äåëè x1 + y1, ò.å. p äåëè y1, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà (x1, y1) = 1. Ñëåäîâàòåëíî x1 = y1è x = y.Íåêà ñåãà a = b = 1. Òîãàâà (x + y)(x2 + y2) = 8(xy)c è àêî c ≥ 2, êàêòî ïî-ãîðåñëåäâà, ÷å x = y. Ïðè c = 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å

8xy = (x+ y)(x2 + y2) ≥ 2
√
xy2xy.Îòòóê xy ≤ 4 è ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x = y = 2Îò äîêàçàíàòî ñëåäâà, ÷å a, b, c èìàò èñêàíîòî ñâîéñòâî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòîñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî åñòåñòâåíè ÷èñëà x, çà êîèòî

(2x)a(2x2)b = 8(x2)c,ò.å. 2a+b−3xa+2b−2c = 1. Îòòóê a+ b = 3, a+ 2b = 2c è çíà÷è a = c = 2, b = 1.Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò:Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ - 10.2., 10.3; Èâàí Òîíîâ - 9.4.; Ñòîÿí Áîåâ - 9.2., 10.1., 10.4.; ÈâàíËàíäæåâ - 9.3.; Êåðîïå ×àêúðÿí - 9.1.; Àëåêñàíäúð Èâàíîâ - 11.2, 11.3; Åìèë Êîëåâ -11.1, 11.4; Íèêîëàé Íèêîëîâ - 12.2, 12.3; Îëåã Ìóøêàðîâ - 12.1, 12.4.Áðîøóðàòà å ïîäãîòâåíà îò Åìèë Êîëåâ, Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, ÈâàíËàíäæåâ è Íèêîëàé Íèêîëîâ
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